
有限次元位相線型空間における位相の一意性
幾何学的な構造（距離やノルムなど）を一切仮定せず、純粋に「代数的な演算が連続である」ことと「点が分離でき
る」ことだけから、強引にユークリッド位相が導き出されるという、関数解析・一般位相における非常に美しい結果
です。証明は論理の飛躍がないよう、必要な準備を含めて自己完結的（self-contained）に記述しています。

1. 定理のステートメントと準備

【定義：位相線型空間】
実数体  上のベクトル空間  に位相  が与えられており、以下の2つの演算がそれぞれの直積位相に関して
連続であるとき、  を位相線型空間（Topological Vector Space, TVS）と呼ぶ。

1. ベクトルの和: 

2. スカラー倍: 

【定理】
 を実数体  上の  次元ベクトル空間とし、  にハウスドルフ（Hausdorff）な位相線型空間の構造が入っ
ているとする。
このとき、  は位相空間として  （標準的なユークリッド位相を持つ）と同相である。特に、  に入るハウ
スドルフな位相線型空間の位相はただ一つに決定される。

記号の設定

 は  次元なので、基底  を一つ固定する。これを用いて、標準的なユークリッド空間  から 
への線型同型写像  を次のように定義する。

目標は、この代数的な同型写像  が、両空間の位相に関しても同相写像（連続かつ逆写像も連続）であることを示
すことである。

2. 証明のステップ1：写像  の連続性

証明（  の連続性）:

まず、  の標準位相から  の位相への写像として、  が連続であることを示す。これは位相線型空間の公理
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から直接導かれる。

1. 成分ごとの連続性:
各  に対して、写像  を  と定義する。これは、「スカラー倍の連
続性」においてベクトルを  に固定した場合の写像である。したがって、各  は連続写像である。

2. 和の連続性:
写像  は、これらの和として表される。

ベクトルの和の演算は連続であると仮定されているため、連続写像の有限回の和である  もまた連続写
像となる。

これにより、  は  全体で連続であることが示された。

3. TVSの基本性質：「均衡な近傍」の存在
逆写像  の連続性を示すための強力なツールとして、「均衡（balanced）」な近傍という概念を準備する。

定義:  の部分集合  が均衡であるとは、すべてのスカラー  に対して、  が成り立つこと
をいう。

【補題】原点の任意の開近傍  は、原点の均衡な開近傍  を内包する（ ）。

証明:
スカラー倍の写像  を考える。  であり、  である。

 は連続なので、  の開近傍  （ただし ）と、  の開近傍  が存在して、

が成り立つ。すなわち、  なる任意の  と  に対して、  である。
ここで、次のように  を定義する。

各  について、写像  は同相写像なので、  は開集合である。よってその和集合である 
 も開集合である。

構成から明らかに  である。

 とすると、  となるが、  であるため、この和集合は  自身に含
まれる。よって  は均衡である。
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補題の証明終

4. 証明のステップ2：逆写像  の連続性
ここが証明の核心部である。「コンパクト性」と「ハウスドルフ性」を組み合わせることで、  の連
続性（特に原点での連続性）を証明する。

証明（  の連続性）:

1. 単位球面のコンパクト性:
 の標準的なユークリッドノルムを  とし、単位球面を  とする。ハイ

ネ・ボレルの定理より、  は  における有界閉集合なので、コンパクトである。

2. 像の閉集合性:
ステップ1で示したように  は連続写像である。連続写像によるコンパクト集合の像はコンパクトにな
るため、  は  においてコンパクトな部分集合となる。
ここで、  はハウスドルフ空間であると仮定している。ハウスドルフ空間におけるコンパクト部分集合
は必ず閉集合になるため、  は  の閉集合である。

3. 原点との分離:
 は同型写像（単射）であり、  であるため、  である。

 は閉集合なので、その補集合  は開集合であり、かつ原点  を含む。つまり、
は原点の開近傍である。

4. 均衡な近傍を用いた逆写像の評価:
先ほどの【補題】を用いると、この開近傍  の中に、原点の均衡な開近傍  をとることがで
きる。

5. ノルムによる束縛:
任意の  をとる。  は全単射なので、  となる  が唯一存在する。
もし仮に、  であったとする。
このとき、  とおくと、  なので  である。

 が均衡であることと、 、  であることから、

が成り立つ。しかし、線型性より  であり、  なので  であ
る。
これは  であることに矛盾する。
したがって、背理法により、  ならば必ず  とならなければならない。

6.  の連続性の結論:
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上記の結果は、

であることを意味している。
 を任意に取る。スカラー倍の性質から、  も  における原点の開近傍であり、

となる。
これはまさに、  が原点  において連続であることの定義（任意の -球の逆像が、ある開近傍を含
む）を満たしている。

5. 結論
以上の議論により、以下の結論が得られる。

ステップ1により、  は  から  への連続写像である。

ステップ2により、  は  から  への連続写像である。

 は全単射であるため、  は同相写像となる。

これにより、代数的な同型写像  によって空間の位相構造も完全に結び付けられることが証明された。つまり、ど
のようなハウスドルフ位相  を  に入れたとしても、それは  を通じて  の標準位相から誘導される位相と完全
に一致してしまうのである。
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